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До статистичної гідродинаміки гайзенбергівської моделі фе- 
рофлюїду
І.М.Мриглод, Ю.К.Рудавський, С.О.Дубик, М.В.Токарчук
Анотація. В межах точного статистичного підходу розглядається 
динаміка гайзенбергівської моделі ферофлюїду в гідродинамічній 
границі. Отримані аналітичні вирази для усіх гідродинамічних ча­
сових кореляційних функцій, побудованих на консервативних змін­
них. Проаналізовані вирази для динамічних структурних факторів 
“густина-густина” і “спінова густина-спінова густина” . Показано, 
що для випадку ненульового магнітного поля звукові збудження 
проявляються у магнітному динамічному структурному факторі як 
брілюенівські піки. Для нульового зовнішнього магнітного поля от­
римані результати порівнюються з випадком простої рідини.
On the statistical hydrodynamics of a Heisenberg model fer- 
rofluid
I.M.Mryglod, Yu.K.Rudavskii, S.O.Dubyk, M.V.Tokarchyk
Abstract. Within rigorous statistical approach the dynamics of Heisen­
berg model ferrofluid in the hydrodynamic limit is considered. Explicit 
expressions for the hydrodynamic time correlation functions, constructed 
on the conserved variables, are derived. The results for dynamic struc­
ture factors of “density-density” and “spin density-spin density” are ana­
lyzed. It is shown that for the case of nonzero external magnetic field the 
sound excitations are observed in the magnetic dynamic structure factor 
as Brillouin-like peaks. For zero value of an external magnetic field the 
obtained results are compared with the results known for simple liquids.
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1. Вступ
Моделі магнітної рідини, де поряд із трансляційними ступеня­
ми вільності (рідинна підсистема) приймаються до розгляду також 
спінові або ж орієнтаційні ступені вільності (магнітна підсистема), 
викликають як чисто теоретичний так і прикладний інтерес. З те­
оретичної точки зору ці моделі цікаві до вивчення як приклад ба- 
гаточастинкових систем у яких в силу взаємодії підсистем виникає 
цілий ряд нових властивостей, що відсутні у простих рідинах або 
ж твердотільних магнетиках і які знаходять свій прояв як у рів­
новажній теорії, так і при дослідженні динаміки. Прикладами та­
ких властивосей є: можливість існування фазового феромагнітного 
переходу у рідкому стані [1,2]; можливість впливу на фазову діа­
граму рідини та її термодинамічні властивості через зовнішнє маг­
нітне поле [3—6]; прояв в окремих випадках анізотропних власти­
востей у термодинаміці [7]; особливості гідродинамічної поведінки, 
знайдені у феноменологічних підходах [8—10]. Прикладний інтерес 
до вивчення магнітних рідин стимулювали на початку 80-х років по­
відомлення про експериментальну можливість переходу у магніто- 
впорядкований стан у металічних розплавах [11—14]. Недавні експе­
рименти підтвердили ці ранні повідомлення [15] для рідкого сплаву 
СовоРсЬо- Вкажемо також на те, що вивчення властивостей простих 
моделей магнітних рідин має важливе значення і для розвитку те­
орії фероколоїдних систем [16,17], широкого класу фізичних об’єктів 
в рідкому стані, для яких суттєвим є врахування явища магнітної 
релаксації [18].
Дослідження часових кореляційних функцій флюктуацій маси, 
імпульсу, енергії, узагальнених коефіцієнтів в’язкості, теплопровід­
ності, магнітної дифузії у рідких магнетиках є надзвичайно цікави­
ми і важливими. Особливий інтерес становить вивчення спектрів ко­
лективних збудженнь та розрахунок динамічних структурних фак­
торів, що описують флюктуації густини числа частинок та спіно­
вого моменту. Ці величини відображають процеси переносу тепла, 
поширення звуку, зміну флюктуацій маси з врахуванням магніто­
стрикційних, дифузійних процесів а також перехресних кореляцій 
між тепловими та в’язкими процесами.
Ця робота продовжує цикл досліджень, що започаткований в ро­
ботах [19,20] і має на меті послідовний розрахунок гідродинаміч­
них часових кореляційних функцій гайзенбергивської моделі феро- 
флюїду у довгохвильовій границі. Ми приводимо асимптотично 
точні аналітичні результати для часових кореляційних функцій
“густина-густина” , “імпульс-імпульс” , “енергія-енергія” , “спінова 
густина^спінова густина” , а також їх недіагональних комбінацій, що 
отримані у гідродинамічній границі.
2. Загальні співвідношення
Будемо розглядати гайзенбергівску модель ферофлюїду як си­
стему з N  магнітних атомів зі спіном Б, у постійному неоднорідному 
магнітному полі її. Ця система описується гамільтоніаном [3,19,20]
Н =  НЬ +  Нз, (1)
де
N  9 N




Перший доданок в гамільтоніані (1) описує “рідинну підсистему” як 
просту класичну рідину, тобто описує класичні трансляційні ступені 
вільності частинок. Для подальших розрахунків потенціал парної 
взаємодії 1/(|гу |) можна вибрати як потенціал Ленарда-Джонса, по­
тенціал м’яких чи твердих сфер, тощо. Другий доданок - частина 
гамільтоніану (класична чи квантова), що відповідає “магнітній під­
системі” і описує спінові ступені вільності (або ж орієнтаційні рухи)
і складається з гамільтоніану обмінної взаємодії магнітних атомів 
та гамільтоніану спінової взаємодії з зовнішнім магнітним полем. 
Величина ,7(|гі*|) - це потенціал обмінної взаємодії. У загальному 
випадку спінова взаємодія може бути вибрана (залежно від систе­
ми, що досліджується) як ізотропна або ж дипольна.
Оператор Ліувілля системи можна записати як суму наступних 
доданків:
І м =  +  І 3 +  І ь з , (4)
де - класичний оператор Ліувілля “рідинної” підсистеми
а оператор Ь$ у випадку квантового опису магнітної підсистеми мо­
же бути означений через комутатор спінових змінних
і і ї т  =  %-  -  :^ / /> ] .
Останній доданок Ььз  в (4) описує взаємодію між “рідинною” і “маг­
нітною” підсистемами і має наступний вигляд
Нерівноважний стан системи описується нерівноважним стати­
стичним оператором д(хм, і). Для його знаходження використаємо 
метод нерівноважного статистичного оператора Зубарєва [21,22]. У 
цьому методі д{хм, і) отримується як розв’язок мікроскопічного рів­
няння Ліувілля з граничною умовою
^ ^ , 4 )  + і Ь н д(хм,і) =  - є  (віх14,І) -  вдіх14^ )), (5)
де границя є —У +0 обчислюється після термодинамічного переходу. 
Квазірівноважний статистичний оператор вд(хм, і) знаходимо стан­
дартним чином з умови екстремуму інформаційної ентропії при до­
даткових умовах, що значення динамічних змінних фіксовані та ви­
конується умова нормуванння
Бр д(хм , і) =  1.
Для коректного опису гідродинамічної границі набір динамічних 
змінних Р  повинен включати усі консервативні величини [19,20], 
тобто у нашому випадку
Р(т) =  {п(т),ра(т),є(т),т(т)}.
Для наступного розгляду зручно перейти в к-простір, застосувавши 
перетворення Фур’є
^ (к ) =  І  еАгТ(т)(іт.
Тоді отримаємо Р(к) =  {пк,р£, £к; де
ІУ
йк =  5 > ікГі (6) 
г = 1
- густина числа частинок,
ЛГ
р£ =  Т , р ? еікГІ (?)
і- і
- густина імпульсу,
^ 2 і і 
= ^ іг« і ) ^ е ! к Г і (^іг« і)е!кГі (8)
і - і  іфі іФ,і
- густина енергії,
лг
ток =  ^  Бі е*кГі (9)
і-1
- густина магнітного моменту.
Формальний розв’язок рівняння (5) для нерівноважного стати­
стичного оператора р(хм ,і) може бути записаний наступним чином
в(і) =  вд(і)+  ^ 2  [  [  вТд(і')Т(і,і')їі(і')в1СІ^ т(іт,
£ * — СЮ 0
де 6 =  {те,р, є, то}; Р$(і) - множники Лагранжа, що отримуються з 
умови самоузгодження (Рг)* =  {РбУд'і
Ш  = (і - т (і )) і і мРі
- узагальнені потоки;
Т(і, і') =  ехр | — ^  (1 — 'Р(т)) іЬм{т)(1т^
-оператор еволюції з проекційним оператором Морі, дія якого озна­
чена співвідношенням
РМ  т = (ту, +  - ( « ) ' } ■
Використовуючи розв’язок рівняння (5) для випадку малих відхи­
лень від рівноваги в роботі [19] отримані лінеаризовані рівняння пе­
реносу і рівняння для рівноважних часових кореляційних функцій 
(ЧКФ). Зокрема, рівняння для часових кореляційних функцій після 
перетворення Лапласа матимуть вигляд:
{ г і  -  іП0(к) +  ф(к, г)}  Р(к, г) =  Р(к), (10)
де
Р(к, г) =  ( Р ( к ) , Р ( ^ к ) ) г =  ^Р (к), ^  Р ( - к)^ (11)
- матриця лаплас-зображень ЧКФ Е(к,і);
і
Р(к, і )  =  І  <*т(ДР(к)е- і ^ р 5  А Р + ( к ) р о т) =
0
= ^ Р (к ),е- * ^ Р + ( к ) ^  ;
- матриця часових кореляційних функцій;
Р (к )=  Р (М  =  0) =  (р (к ) ,р (- к ) )
- матриця статичних кореляційних функцій;
іП0(к) = (іЬм Р ( к ) , Р ( - к ) )  (Р (к ) .Р (- к ) ) -1
- частотна матриця, а
ф(к, г ) =  \ (1 -  Т н ) И . \ Р . ------ ------ 1 ? (1 -  Т н ) іРр
\ г + ( 1 ^ Р н )іЬ м
х (р (к ) ,р (- к ) )  1 (15)
- матриця функцій пам’яті1. Зауважимо, що матричне рівняння (10) 
є формально точним. Оператор Тн - це лінеаризований проекційний 
оператор Морі, який діє за правилом [19]
ТнТ = к ))  (р (к ) ,р (- к ) )  1 Р (к ).
Для виконання конкретних розрахунків зручніше працювати з ор- 
тогоналізованим набором динамічних змінних Ук означеним наступ­
ним чином [20]
%  =  {тек,]5кДк,«к},
де «к =  (1 — Р „ ) т к та Лк =  (1 — 'Рв — 'Рп) і і і - оператори густини 
узагальненого спінового моменту та ентальпії, а 'Рп і - проекційні 
оператори Морі, побудовані на змінних Пк і ^к; відповідно.
1У виразах (10)-(15) враховано те, що кореляційні функції просторово ізо­





В роботі [20] показано, що для змінних їк  матриця Р(к) є діа- 
тональною з елементами, які в гідродинамічній границі матимуть 
наступний вигляд
Кп(к) =  МЗ(к)\к^о «  ХТкпіікг.і,- (16)
РррЧк) =  6аі3МТквт, (17)
Рнн(к) =  квТ 2СП:т(к)\к^ о «  МквТ2сп,т, (18)
Р$${к) =  квТ\Т^п{]ь) 1^ —5.0 ~  ^ к вТ\т^п1 (19)
де
і ( д ¥ \
Кт'к ~  у { д р ) Т'к
- ізотермічна стисливість при постійному Ь в ансамблі (М,У,Т,К),
=  ^ ґ д _ М \  
т,п п \  V дЬ )  т  м
магнітна сприйнятливість системи, і
ОБ
Сп.т =  Т \ Ш;
ш,ЛГ
- питома теплоємність системи при постійному об’ємі в ансамблі 
(ІУ,У, Т, М ). Формули (16)-(19) є стандартними флюктуаційними 
формулами, які в границі к —¥ 0 пов’язують між собою флюктуації 
фізичних величин з термодинамічними характеристиками. 
Елементи частотної матриці
іП0(к) =  к), У + (к )) (Г (к),1>+(к ) )_1
у гідродинамічній границі можуть бути також записані [20] через 
термодинамічні величини, а саме
/ п 1 п \














де Р  - тиск системи, а символи
я -  І  -  І
ІЗР,т -  V [ дт)  р т > ^ - у \ д ь ) Ту
позначають відповідно коефіцієнти об’ємного розширення і магніто­
стрикції.
Елементи матриці функцій пам’яті безпосередньо зв’язані з ко­
ефіцієнтами переносу гайзенбергівської магнітної рідини. У гідроди­
намічній границі можемо скористатися з марківського наближення 
для функцій пам’яті ф(к,г) «  ф(к, 0) =  ф „(к), яке є асимптотично 




де коефіцієнти переносу Ь$$і у виразі (21) мають наступний зміст:
(i) Ьрр =  і)і =  §»] +  ( -  повздовжня в’язкість, де літери т] і £ 
позначають об’ємну і зсувну в’язкості, відповідно;
(ii) Ьиь =  ТХ описує процеси переносу тепла, де Л - коефіцієнт 
теплопровідності;
(iii) Ьаь і Ььа - перехресні коефіцієнти термомагнітної дифузії2; 
(іу) Ь88 - коефіцієнт спінової дифузії.
У роботі [20] для цих коефіцієнтів виведені відповідні мікроскопіч­
ні формули типу Ґріна-Кубо. Відмітимо, що коефіцієнти переносу 
залежать від величини магнітного поля її і володіють такими вла­
стивостями симетрії
Рц(Н) =  Ьц( — Н) і і/д/Д/і) =  — 1//Ід(— Н).
Як слідує з (10) спектр гідродинамічних колективних збуджень 
знаходиться як розв’язок секулярної задачі (або ж задачі на власні 
значення) для узагальненого гідродинамічного оператора
Тн (к) =  II Ті4к)\\ =  -ІІІ$(к) +  фн (к).
2 При цьому











Подібним чином розв’язок для гідродинамічних часових коре­
ляційних функцій може бути записаний у формі [26]
^ М )  =  $ > £ . ( * )  (22)
<5
де С^(к) - вагові коефіцієнти, що характеризують вклад у функцію 
Рі^(к,і) гідродинамічного збудження з дисперсією г$(к). Коефіцієн­
ти С^(к) можна виразити через елементи матриці власних векторів
X  =  ||ХІі(5(А;)|| гідродинамічного оператора Тн (к), а саме для випад­
ку ортогонального набору динамічних змінних отримаємо
ОІ^к) =  х іі6х £  % (* ) .  (23)
Матриця X -1 є оберненою до X  =  ЦХ^ Ц. Для аналітичних розра­
хунків коефіцієнтів (?у(к) можна також використати еквівалентні 
до (23) вирази у формі
або ж
п  (Тн ( * ) - г / ( * ) )
П  Ш к ) - * / ( к ) )
останній з яких слідує з теореми Сільвестра. У гідродинамічній гра­
ниці вагові коефіцієнти та спектр колективних мод можна шукати у 
вигляді розвинень за малим параметром, яким є модуль хвильового 
вектора к.
4. Спектр колективних збуджень та динамічні 
структурні фактори
Власні значення гідродинамічної матриці Тн (к) дають спектр 
гідродинамічних колективних збуджень [20]. При цьому отримуємо:
(i) дві комплексно-спряжені звукові моди
гв± =  ± ік ь 8 +  Р вк2]
(ii) гідродинамічну теплову моду
гн =  Рик2,
(ііі) гідродинамічну спін-дифузійну моду
де
7го ( дРV* =  ~
рКТ,т \ 9р 5,771
- адіабатична швидкість звуку при постійному магнітному моменті 
ш, а коефіцієнти згасання мають наступний вигляд
р. _ 1 Щ , 1 {'Ут ~  1)^ | 1 ( 1 — 6Т)Ь88 | /Зр,т7ГТ,рІ/8Іі
и  я — ~ г — -2 УШ І 2 ТЬСр^ т 2 ТЬ'Упг'Хт:п ^ :НХт:п&р:гп
От =  Р -  7 ^ + С ,  
о к =  р +  у ^ Т ( .
Параметри /3 і (  означені виразами
о 1 А 1 Ь88 /3Р тттТ РЬ8}1
ї3 = п — -----  + о ^ —  ^ (7го +  <*т-1)2 ПСр:т  2 П'утХт,п П2Кт^ Хт :П&Р:ГП
=  \ ь „ т - ь * ак5^
де 5Т =  кт?т/к тд  та 7т  =  Ср?т/С п?т - відношення ізотермічних 
стисливостей і питомих теплоємностей, відповідно.
В парамагнітному випадку, коли зовнішнє магнітне поле Н — 0, 
із виразів приведених вище отримуємо результати, відомі в теорії 
простих рідин та твердотільних магнетиків:
=  ± ік 4 — — Ь Гк2,V РКт




Найбільш цікавими з гідродинамічних часових кореляційних 
функцій є функції “густина - густина” та “спінова густина - спінова 
густина” , які можуть бути отримані з експериментів по розсіюванні, 
їхні фур’є-образи дають відповідно динамічний структурний фак­
тор Б(к,ш) і магнітний динамічний структурний фактор Зт(к,ш).
Використовуючи формулу (22), після певних розрахунків ці функ­
ції можна записати наступним чином
Б(к,ш) 6Т ^  Овк2 — ак (ш/ь8 +  ак) Ьп
Я(к) 2тг7го {ш +  <ткю8)2 +  (В8к2
тг ^  и2 +  (о „к2)2 ’ ( }а=п:т
Зт(к,ш) 1 — 6Т ^  О вк2 — ак (ш/ь8 +  ак) Ьп
втік) 2тг7го ±-^_ {ш +  акю8)2 +  (В8к2
1 ^  д?р«к2 (0.,
тг ^  о;2 + (І?Д2)2 ’ 1 ]
<т =п .т
ДЄ
І, п  п  7 І, і О  Р : ІТ,Ьп = --------ЗД,, Ьт =  Ьп +  2— --------Ь2------- — !-
тет пхт,п ігТ}Рдтпсп
0 1 =  т Т п . -  2£>, -  (1 -  |^)£>го
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У випадку Н =  0 вираз для динамічного структурного фактора 
Б(к,ш) зводиться до відомої у літературі формули Ландау-Плачека 
[23,24]
Б(к,ш) 1 -  Гк2 — а к(ш/ь8 +  ак) (гц/р — ЗГ)
О 7ГЛ/ ( ^Бік) 2 7 (ш +  аЬцк)2 +  (Гк2)2
1 7  — 1 к2Х/пср
7г 7  о;2 +  (к2Х/пср)2
(26)
Магнітний динамічний структурний фактор Зт(к, иі) у цьому випад­
ку міститиме лише вклад від дифузійної спінової моди [25]
Зт (к,и>)   1 кґЬ881п'Хт,п (27)
Зт (к) іти2 + (к2Ь88/пХт,п)2’
Суттєво відмітити при цьому, що при наявності зовнішнього маг­
нітного поля, динамічний структурний фактор Зт(к,ш) міститеме 
вклад від звукових збуджень (бріллюенівські піки).
5. Часові кореляційні функції
За схемою описаною вище (див. (23)) були виконані також ро­
зрахунки усіх інших часових кореляційних функцій, які формують 
матрицю Р(к,і), і знайдені для них аналітичні вирази в гідроди­
намічній границі.
Елементи матриці часових кореляційних функцій Р(к,і), які по­
будовані на змінних {те, її, «},  залишаються незмінними при переста­
новці індексів, тобто для них маємо
Відповідно фур’є-зображення часових кореляційних функцій (або 
ж спектральні функції) з індексами і'] =  {піі, пз, зп, Іт, М , зіі, Ііз} 
можна записати у такому загальному вигляді
Для функції Р^(к,ш) коефіцієнти Ьин, бік ’ мають наступний 
вигляд
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Часова кореляційна функція “імпульс-імпульс” містить лише вкла­
ди від звукових мод
Ррр(к,ш) _  1 Р ак2 — ак (ш/ь8 +  ак) (гц/пт — Ба) /пп^
~  2ж 2-і /■■ ' , іг\ і,9Л9, ■Ррр(к) (ш +  ак)2 +  {Р>8к2
Часові кореляційні функції з індексами і'] =  {рп,рІі,рз} в загально­
му вигляді записуються наступним чином
Рц{к,і)
Р ц №
=  Л  С £ ,-ехр {-га£}.
сг=+, — ,/і,т
(ЗО)
Для дійсних та уявних частин вагових коефіцієнтів функції 
Ррп(к,і) маємо
І т  Срп = І т  С ^(А »,-О /0  
_  £Тт  Б н
( у ^ - 1  )Оп дТ
2БЯ Ш
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Вагові коефіцієнти функції Ері1(к1і) мають наступний вигляд
/Зр.шКе Срк -  Ие Єф -  0, Ие С^ к -  ^Ие Срк -  ^2пь8кТ н6тсп
І т  С ^  = І т  С ^(А »,-О /0 
РРгт т  Р н
/Ут^ п,т
= к Оь
І т  С™к = 1т І т  С+ = І т  С~к
= к /3Р?тт
{2‘/УтС“п,т
—  -2Г>,п т
0т 7Тт :р ^ 8н
Тп/Зр^ХіПСп
І накінець для часової кореляційної функції Рр8(к1і) знаходимо
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Зауважимо, що як неважко переконатися, для усіх часових коре­
ляційних функцій у формі приведеній вище виконується нульове 
правило моментів. В граничному випадку її =  0 отримані результа­
ти для гідродинамічних часових кореляційних функцій формально 
співпадають з виразами відомими для простих рідин [23,24].
6. Висновки
На підставі проведеного дослідження можна зробити наступні 
висновки:
(i) швидкість звуку гайзенбергівської моделі ферофлюїду є ізо­
тропною і виражається через адіабатичну стисливість системи при 
постійному магнітному моменті;
(ii) усі термодинамічні величини та коефіцієнти переносу у вира­
зах, поданих вище, залежать від величини магнітного поля h. Для 
випадку, коли зовнішнє магнітне поле відсутнє (h —ї 0) і система пе­
ребуває у парамагнітному стані динамічні структурні фактори (24)
і (25) мають найбільш просту структуру. Наприклад, у цьому ви­
падку лише спін-дифузійна мода буде давати ненульовий вклад до 
магнітного структурного фактора Sm(k,uj). З іншого боку вклад від 
цієї моди буде відсутній у виразі для структурного фактора Sn(k,uj);
(iii) в силу взаємодії між “рідинною” та “магнітною” підсистема­
ми для випадку ненульового магнітного поля h магнітний структур­
ний фактор Sm(k,uj) матиме додаткові бокові піки на звуковій ча­
стоті. Для слабих полів вклад від звукових мод пропорційний h2. Це 
передбачення можна експериментально перевірити в експериментах 
по розсіянню;
(iv) коефіцієнти Ландау-Плачека [23,24], що характеризують від- 
ношенняінтегральних інтенсивностей на нульовій частоті та частоті 
звукових збуджень, отримуються із виразів отриманих в роботі для 
функцій Fnn(k,uj) =  S(k,uj), Fhh(k,uj) та Fmm(k,uj) =  Sm(k,uj). Вони 
рівні, відповідно, (7ТО -  6Т)/6Т, 1/ ( 7m -  1) і (7 ™ -  1 +  6т)/( 1 -  6Т). 
Отримані результати можуть бути корисними при інтерпретації екс­
периментальних даних або ж результатів компютерних симуляцій.
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